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A Klein–Gordon-egyenlet, skalár hullámfüggvényre:

(

✷ +m2
)

ϕ = 0

a 1
2im

(ϕ∗∂µϕ− ∂µϕ
∗ϕ) megmaradó áram nem pozitív definit

(“pozitív definit”: időszerű komponens nemnegatív függvény)

nem valószínűségi áram, hanem töltésáram

időben másodrendű egyenlet: ϕ, ϕ′ kezdeti feltétel



Feshbach–Villars-formalizmus:

(

ϕ+ i
m

(∂0 + ieA0)ϕ

ϕ− i
m

(∂0 + ieA0)ϕ

)

a pozitívos megoldásokra sem pozitív definit a töltéssűrűség

Szabad eset: i∂0ϕ =
√

−△ +m2 ϕ megoldásaira a szokásos

L2 -skalárszorzat időfüggetlen =⇒ valószínűségi leírás OK

nem-szabad rendszerekre általánosítás nem megy: [∂µ, Aν ] 6= 0

=⇒
[

(∂µ + ieAµ) (∂µ + ieAµ) −m2
]

ϕ 6= 0

1/2 spin: ψγµψ pozitív definit, nem kell erőfeszítés, Aµ is OK



Varadarajan: Geometry
of quantum theory I–II.
(1968–70)



csak a szabad eset

csak impulzustérben (lendülettérben)

csak az ábrázolást és a Hilbert-teret adja meg

koordinátatér?

fizikailag érdekes vizsgálatok?

kiterjesztés nem-szabad esetekre?

(mindenekelőtt: hogyan működik ez a konstrukció?)

Az 1/2 spin esete: geometriai kép =⇒ a 0 spinű eset könnyű



Jelölések:

~ ≡ c ≡ 1,

g szignatúrája (+−−−) ,

négyes indexek: µ, ν = 0, 1, 2, 3

hármas indexek: j, k = 1, 2, 3

komplex konjugálás: ∗ , transzponálás: T , kombinációjuk: †

csak m > 0 , p ∈ Pm : p0 =
√

pjpj +m2 ,
∫

Pm

d3
p

p0



Mátrixok:

σ1 =
(

0 1
1 0

)

, σ2 =
(

0 −i
i 0

)

, σ3 =
(

1 0
0 −1

)

, I2 =
(

1 0
0 1

)

β = γ0 =
(

I2 0
0 −I2

)

, γj =
(

0 −σj

σj 0

)

, αj =
(

0 σj

σj 0

)

Tulajdonságaik:

γµγν + γνγµ = 2gµν , γ
†
0 = γ0, γ

†
j = −γj ,

αj = −βγj , γ†
µβ = βγµ, α

†
j = αj

Gyakran: θ ∈ C
4, Θ ∈ C

4 ⊗ C
4 : θ = θ†β, Θ = Θ†β



Geometriai hozzávalók:

Ha p ∈ Pm : pµγ
µ : C4 → C

4 sajátértékei +m , −m

a sajátalterek: N+(p) , N−(p) , mindkettő kétdimenziós

Például: p̌ =









m

0
0
0









: p̌µγ
µ = mγ0 = mβ ,

N+(p̌):









1
0
0
0









,









0
1
0
0









, N−(p̌):









0
0
1
0









,









0
0
0
1









αjpj + βm sajátértékei, -alterei : +p0, −p0, N+(p) , N−(p)



1/2 spinű szabad kvantummechanika:

γµpµψ(p) = mψ(p) ⇐⇒ ψ(p) ∈ N+(p)

Például: p̌ =









m

0
0
0









: ψ =









ψ1

ψ2

0
0









Egy L Lorentz-transzformáció DL ábrázolása C
4-en:

βD
†
Lβ = D−1

L , DL (γµpµ)D−1
L = γµ(Lp)µ

a ψ : Pm → C
4 függvényeken

(

U(a,L)ψ
)

(p) = eipµaµ

DLψ(L−1p)

a Poincaré-csoport irreducibilis sugárábrázolása



A Hilbert-tér:
∫

Pm
ψ(p)ψ(p) md3

p

p0

=
∫

Pm
ψ(p)†

ψ(p) m2d3
p

p2

0

a γµpµψ(p) = mψ(p), azaz (αjpj + βm)ψ(p) = p0ψ(p)

megoldásterére megszorítva Hilbert-tér

Foldy–Wouthuysen-transzformáció: minden p -re ψW =













ψW
1

ψW
2

0

0













ψW (p) = W (p)ψ(p), W (p) = 1√
2m(p0+m)

[(p0 +m)I4 − αjpj ]



Koordinátatér:

∫

e−ipµxµ

ψ(p)
md3p
p0

=
∫

e−ip0x0eipjxjψ(p)
md3p
p0

= (2π)
3

2 ψ(t,x)

∫

(

ψ†ψ
)

(t,x)d3x időfüggetlen, egyenlő a lendülettérbeli

normanégyzettel

ψ(p) ∈ N+(p), γµpµψ = mψ, (αjpj + βm)ψ = p0ψ

=⇒

γµ(i∂µ)ψ(x) = mψ(x), i∂tψ(t,x) = [αj (−i∂j) + βm]ψ(t,x)



Áram és Lagrange-sűrűség:

ψ†ψ = ψβψ = ψγ0ψ : komponense jµ = ψγµψ -nek

Ez egy valós, pozitív definit, megmaradó Noether-áram:

[γµ(i∂µ) −m]ψ = 0: E–L-egyenlet L = ψ [γµ(i∂µ) −m]ψ -ből,

a ψ 7→ eiχψ globális mértéktranszformáció Noether-árama

Megjegyzés: beszorozva γµ(i∂µ) +m -mel:
(

✷ +m2
)

ψ = 0: Klein–Gordon-egyenlet komponensenként



0 spinű szabad kvantummechanika: analóg módon:

ψ : C
4 ζ : C

4 ∧ C
4

ψ(p) ∈ N+(p) ζ(p) ∈ N+(p) ∧N+(p)

γµpµψ = mψ γµpµζ = mζ

∫

ψψmd3
p

p0

=
∫

ψ†ψm2d3
p

p2

0

∫

Tr
(

ζζ
)

md3
p

p0

=
∫

Tr
(

ζ†ζ
)

m2d3
p

p2

0

Poincaré irred. ábr.-a Poincaré irred. ábr.-a

lényegileg 2 szab. fok lényegileg 2 ∧ 2 = 1 szab. fok



n1, n2 ∈ N+(p), n3, n4 ∈ N−(p) bázis C
4-ben:

(γµpµ −m) (c12n1 ∧ n2 + c13n1 ∧ n3 + · · · + c34n3 ∧ n4) = 0

=⇒ egyedül c12 6= 0

Foldy–Wouthuysen:

Wψ =













ψW
1

ψW
2

0

0













WζWT =













0 ζW
12 0 0

−ζW
12 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0















jµ = ψγµψ jµ = Tr
(

ζγµζ
)

L = ψ [γµ(i∂µ) −m]ψ L = Tr
{

ζ [γµ(i∂µ) −m] ζ
}

KG komponensenként KG komponensenként



Nem-szabad kvantummechanika:

∂µ ❀ ∂µ + ieAµ

∂µ Tr
(

ζ1γ
µζ2

)

= 0 =⇒ ∂t

∫

Tr
(

ζ1γ
0ζ2

)

≡ ∂t

∫

Tr
(

ζ
†
1ζ2

)

= 0:

időfüggetlen Hilberttér-skalárszorzat

[

(∂µ + ieAµ) (∂µ + ieAµ) −m2
]

ζ 6= 0 :

nem a Klein–Gordon-egyenlet minimális csatolása



Jövő, tennivalók:

KG-nal való viszony (szabad, nem-szabad)

Coulomb-probléma

másodkvantálás

új típusú térelméleti kölcsönhatások?

1 spin, . . .



Jövő, tennivalók:

KG-nal való viszony (szabad, nem-szabad)

Coulomb-probléma

másodkvantálás

új típusú térelméleti kölcsönhatások?

1 spin, . . .

KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!


