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1. Eloszo

Ez a segédlet a BME-n Gépészmérnok €s Energetikai mérnok hallgatok szamdra tartott Miiszaki hGtan
II. targyhoz sziikséges matematikai ismereteket foglalja Ossze. Az itt leirtak tobbsége mdr ismert tan-
anyag, igy nyomatékosan felhivjuk a figyelmet, hogy ha valakinek hidnyossdgai vannak, az idejében
potolja.

2. Geometria

2.1. Henger és gomb felszine, térfogata

A henger térfogata €s felszine az 1. dbra jeloléseivel (tovabba d = 2r):

V=l = %dzl, )
A= 2rrl +2 nr? . 2)
N—— N——

paléstfeliilet alap/fedlap feliilete

A gomb térfogata és felszine az 1. dbra jeloléseivel (tovabba d = 2r):

4
V= ?”rs _ %d3, 3)
A = 4nr? = nd>. 4)

2-1. dbra. Balra: henger. Jobbra: gomb.

Hasznos megjegyezni, hogy a gomb felszine és térfogata, ill. a hengerpalést felszine és a henger
térfogata kozott az alabbi kapcsolatok érvényesek:

A(r) = %V(r), V(r) = j(; A(7)dr. 5)



A térfogat €s a feliilet hanyadosa hosszdimenziéjd mennyiség. Ennek segitségével definidlhat6 az
un. egyenértéki vagy effektiv sugar:

Vv
Refi == /= (6)

ahol f a dimenzidtlan, Un. alaktényezd — masképpen végességi szamnak is nevezhetnénk, ugyanis
megmutatja, hogy az adott objektumot hany irdnyban tekintjiik végesnek. Az alaktényez&t tranziens

hdvezetés esetén fogjuk haszndlni, méghozza a Biot-szdm definidlashoz. Ekkor a feliilet alatt a hata-
do feliiletet fogjuk érteni. Nézziik a legfontosabb eseteket:

» Két irdnyban végtelen kiterjedésd, o vastagsdgu sikfal, h6atadds mindkét oldalon — f = 1:

V. 6A o
Rg=f—=—=—. 7
eff fA A D) ()

» Végtelen hosszusdgu, R sugart henger, hodtadas a teljes hengerpaldston — f = 2:

\% ar’L
Rsg=Ff—=2 =r. 8
eff fA 2nrL " ®)

* R sugaru gomb, hédtadds a gomb teljes felszinén — f = 3:
4n 3
Vv 3

Rg=f—=3 =r. 9
eff fA 471'}"2 r ( )

2.2. Térszog

A térszog a jol ismert sikbeli szog altaldnositasa. Egy kap Q térszogén a kup altal az egységgdmb
felszinébdl kimetszett feliiletet értjiik (1d. 2. dbra), mértékegysége a szteradidn, jelolésben [sr]. A [sr]
ugyandgy az egységet jeloli, mint sikbeli szogek esetén a [rad]. Ezek szerint a teljes térszog az egység

: v \ UU d
A7 ol = alsnldl o
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2-2. dbra. A térszog értelmezése.

sugard gomb felszine, melyre integrdldssal az

2 T T
A= f dA = f f r? sin pdedd = 27r? f sin pdg = 477, (10
Sphere 0 0 0

eredményt kapjuk, ebbe r = 1-et helyettesitve a teljes térszog tehat 4xr. A féltér térszoge Q = 2,
térnegyedé Q = , a térnyolcadé Q = 7, stb. Az elemi térszog dQ = (1-) sin pdpdd (vO. 2. dbrdn
dA-val).



3. Henger- és gombi koordinatarendszerek

Célszerl az egyes feladatok megolddsahoz a feladat geometridjdhoz legjobban illeszkedd koordina-
tarendszert vdlasztani. A kovetkez6kben megadjuk a Descartes-koordindtarendszer €s a henger-, ill.
a gdmbi koordindtarendszerek 4ttérési transzformdacidkat, a koordinatdzdsok értelmezési tartomdnya-
it és szinguldris pontjait. Ezen koordindtarendszerek ortogondlisak, azaz helyileg az egységvektorok
egymasra merdlegesek.

3-3. dbra. Balra: hengerkoordinata-rendszer. Jobbra: gomb.

3.1. Hengerkoordinata-rendszer

A hengerkoordindta-rendszer hasznalata az r, ¢, z konvenci6t javasolja (1d. 3. abrét). A Descartes-féle
és a hengerkoordinata-rendszer kozotti attérési transzforméciok:

X =rcos, r=qx2+y2 (11)

y = r sin ©, (¢ = arctan X, (12)
X
A R (13)

ahol r € (0,0), ¢ € [0,27) és z € R. Az r = 0 koordinétdji pontok (azaz az origé és a z-tengely
pontjai) kivételével minden pont egyértelmiien leirhato a {r, ¢, z} koordinatakkal, azonban az r = 0O-
ban a koordindtdzds nem hi, mivel ezt végtelen sok ¢ szdgkoordinataval jellemezhetnénk, tehit az
r = 0 koordinat4ju pontok nem egyértelmiiek.



3.2. Gombi koordinatarendszer

Gombi koordindtarendszerben a r, ¥}, ¢ koordinatakat hasznaljuk (ld. 3. dbrat). A Descartes-féle és a
gombi koordindtarendszer kozotti attérési transzforméciok:

x = rsin @ cos ), r=+lx*+y*+ 2% (14)

y = rsingsind, 9 = arctan 2, (15)
X

2142
Z =rcos e, ¢ = arctan u, (16)
Z
ahol r € (0,00), ¥ € [0,27) és ¢ € (0,7m). GOmbi koordindtarendszer esetében az r = 0, a
¢ = 0, ésa g = m koordindtdji pontok (az origd és a z-tengely pontjai) kivételével minden pont
egyértelmten leirhato a {r, 9, ¢} koordinatakkal.

4. Differencialszamitas

4.1. Derivalas

A derivélt a matematikai analizis egyik legalapvetobb fogalma, mely megmutatja, hogy egy egyval-
tozés valds fiiggvény grafikonjdhoz pontrdl-pontra berajzolt érintdje milyen meredekségli. Legyen
f : R — R egy egyvéltozds valds fliggvény, ennek az xo pontbeli derivaltja (vagy méasnéven diffen-
cidlhdnyadosa)

df , - J(x) = f(x0)
= (x0) = f1(x0) = f(x0) = lim ————,

i
dx ) X — Xg

7)

amennyiben a hatdrérték latezik és véges. Az elsé jelolés Lagrangetdl, a masodik Leibniztdl, mig har-
madik Newtontol szarmazik. Utdbbi kettovel kapcsolatban jegyezziik meg a kovetkezot: a fizikdban
gyakran a vesszOt az egyetlen helyvéltozé szerinti derivdldsra, mig a pontot az idévaltozd szerinti
derivéldsra szokds haszndlni.

Megjegyzés: Fizikai mennyiségeknek mérészamaikon kiviil dimenzidjuk is van, igy a fizikdaban hasz-
nélt fiiggvények nem egyszeriien a valds szdmokrdl a valés szdmokra képeznek, hanem tgynevezett
mértékegyenesekrdl mértékegyenesekre. Ha pl. T jeloli az id6, L pedig a hossz mértékegyenesét,
akkor a fiiggvényt, melynek valtozéja az ido €s értéke sebességdimenzidja, a T — % leképzés jeloli.

f(x0)

f(x0)

e

I x ¥

4-4. dbra. A derivélt geometriai jelentése.



A derivalt szemléletesen tehat az f fliggvény xo pontbeli érintjének meredeksége (I1d. 4. ab-
rat), masképpen egy fiiggvény linedrissal torténd kozelitése egy xo pontjanak egy kornyezetében.
Ehhez kapcsol6dé gondolat a linearis interpolacié. A linearis interpolacié kiemelt szerepd a mérno-
ki gyakorlatban, ugyanis sokszor egy fliggvényt nem a hozzirendelési szabdlydval, hanem bizonyos
pontokhoz tartozé fiiggvényértékeivel adnak meg (pl. mérési adatsorok). Ha egy olyan ponthoz van
sziikségiink értékre, amelyik az alappontok kozott nem szerepel, a legegyszerilibben ehhez a ponthoz
tartozo fliggvényértéket linedris interpolacio segitségével hatarozhatjuk meg. Tegyiik fel, hogy ismer-
tek az x| és x, alappontokhoz tartoz6 y; €s y, fliggvényértékek. Keressiik az x € [x1, x2] alapponthoz
tartozo fiiggvényértéket. Az 5. abrarél konnyen megallapithatjuk, hogy az (xi, y1)—(x, y1)—(x,y) és
(x1, y1)—(x2, y1)—(x2, y2) derékszogli haromszogek egybevagok, igy az

Y=Y _»-n

(18)
X—=X1 X2-—X]
egyenldséget frhatjuk fel. Ezt dtrendezve az x alapponthoz tartozé fiiggvényértékre az
yEy+ - (19)
X2 — X1

Osszefiiggést kapjuk. Javasolt a gondolatmenet és a hdromszdgek hasonldsdganak megjegyzése, igy
a (18) képletet konnyen fel tudjuk irni, majd akar y fiiggvényértéket, vagy akar az y fiiggvényérték
ismeretében a x alappontot egyszertien ki tudjuk fejezni (18)-bol.

y

Yor

—— X
/ X1 X X
4-5. dbra. A linedris interpolacid szemléltetése.

A derivalas miiveleti tulajdonsagai:

[c- f()] =c- f'(x) (c € R tetszSleges konstans),
[f(x) £ g(0)] = f(x) £ &' (x),
[f(x)-g(x)]" = f(x)-gx) + f(x) - g’ (x), (20)
[f(x)], _ S0 - 8(x0) = f(x) - 8" ()
g(x) g2 (x) ’

[fog®)] =[f(gx)] = f(gx) g (x)



Fontosabb fiiggvények derivaltjai:

(x") =n-x"! (n € R)
sin” x = cos x,
cos’ x = —sinx,
(e*) = e, (20
In’x = l,
x

sinh’ x = cosh x,

cosh’ x = sinh x.

Tekintsiik pl. az ln(f) fliggvény (c € R) derivilgjat. Itt f = In valamint g = %, azaz a derivéldst a
lancszabdly szerint kell végezniink:

(-

1
L=t oo (22)
X C

x| —

masképpen a logaritmusra vonatkoz6 ln(f) = Inx — In ¢ azonossdg felhasznédldsaval
d 1 1
1n’(f) - Llnx-Ine)=--0=-. 23)
c dx X X

4.2. Parcialis derivalas

Parciélis derivaltnak nevezziikk a tobbvaltozés fiiggvények olyan derivaltjat, amikor a fliggvényt
egyetlen véltozdjanak egyvaltozoés fiiggvényeként tekintjiik, mikozben tobbi valtozéjat konstansnak
vessziik €s a ,,nemkonstans” valtozo6ja szerint derivaljuk. Legyen f : R" — R egy n valtozds ska-

lar értéki fiiggvény, azaz f = f(xy,...,Xx,), ezen fiiggvény x; (k € {1,...,n}) szerinti parcidlis
derivaltja:
0 , , d
O o= f=f =L | - (4
axk — dxk xj =const (k #j=1...n)esetén

keriilend§ jelolések
Példa: Képezziik az f(x,y, z) := x> - % - sin y minden lehetséges parcidlis derivaltjat!

Orf =2x-¢e°-siny, 8yf:x2-ez~cosy, d.f = x*-e*-siny. (25)

4.3. Nevezetes differencialoperatorok

A tovédbbiakban un. mez8ket tekintiink, melyek egy tér vagy térrész pontjaihoz rendelnek mennyi-
ségeket. Fizikai ismereteinkbdl tudjuk, hogy ezek a mennyiségek lehetnek skaldris, vektoridlis vagy
tenzoridlis mennyiségek. A homérsékletmezd pl. skalarmennyiség, ui. pl. egy szoba minden egyes
pontjdnak megmérhetjiik a hdmérsékletét, mely egy mérészambol és egy mértékegységbdl all Ossze,
mig egy dramlé folyadék sebességmezdje mar vektoridlis mennyiség, itt a folyadék minden egyes
pontjdhoz egy-egy vektort rendelhetiink, mely az adott pont sebességét adja meg. Példa tenzoridlis
mennyiségre a fesziilség vagy az alakvéltozasi mezd (1d. pl. szilardsdgtan). Tovédbbi altaldnositas cél-
jabol célszerd a skaldr mennyiségeket nulladrendd, a vektoridlis mennyiségeket elsdérendd tenzorok-
nak nevezni, mig a tenzoridlis mennyiségek alatt a masodrendd tenzorokat értjiik, azonban tovabbi,
magasabbrend(i tenzorok is 1éteznek.



A tovédbbiakban olyan mezdket tekintiink, melyek értelmezési tartomédnya a hdiromdimenzids tér —
azaz hdrom fiiggetlen valtoz6tdl fiiggenek —, ugyanakkor a most kovetkezd differencidloperdtorok — a
rotacié kivételével — magasabb dimenzids értelmezési tartomanyra (azaz tobb valtozoéra) is értelmez-
hetdk. A lenti differencidloperatorok invariansak, azonban alakjuk kiilonb6z6 koordinatarendszerek-
ben reprezentdlva més és mas, most a derékszogli Descartes-féle koordinatarendszerben adjuk meg
oket.

4.3.1. Skalarfiiggvény gradiense

Egy f : R? — R skaldrmezé gradiensén a

0\ [0S
gradf = Vf = 0 f = (ay) f= (ayf) (26)
o.) \o.r

kifejezést értjiik, ahol V a nabla-operdtor, mely formadlisan egy vektornak tekinthetd. Fizikailag a
gradiens a legnagyobb novekedés irdnydba mutat6 vektormez6t adja. Figyeljilk meg, hogy a gradiens
egy skaldrmez&bdl egy vektormezot képzett.

4.3.2. Vektorfiiggvény gradiense

Tekintsiik az u : R?> — R3 vektormez6t, ennek gradiensén (szokds ezt tovabba derivalttenzornak
vagy derivaltmdtrixnak is nevezni) a

Oxuty  Oyuy  Ozuy
(27)

gradu=u® V= Oug = (Ou)yy = | Oyuy  Oyuy 0Ouy
Ocu; Oyu; Ou;

kifejezést értjiik, ahol ® vektorok diadikus vagy tenzoridlis szorzédsat jeloli. A kontinuumelméletekben
legtobbszor jobboldali gradienst, divergencidt, rotaciot,. . . szokds képezni, erre utal a balra mutaté nyil
a nabla operdtor folott, az indexes jelolésmodban a jobboldali ill. a baloldali gradiens kozti kiilonbség
konnyen megérthetd:

P N T
O =ue®V = (v ® u) = Oy, (28)

ahol T a transzpondltat jeloli. Ismét megfigyelhetjiik, hogy a gradiens egy vektorbdl egy tenzort kép-
zett, tehat ismét novekedett a tenzori rend.

4.3.3. Vektorfiiggvény divergenciaja

Az u : R? — R3 vektormezd divergencidjan a gradiensének els6 skaldrinvaridnsat értjiik, azaz
— — 3
divu=u-V= tr(u ® V) =) B (29)
k=1

ahol tr a trace- vagy nyomoperdtort jeloli (német nyelvteriileten szokds a sp hasznélata, mely a Spur,
azaz nyom sz6bdl ered), mely a legegyszer(ibben egy matrix f6atldjaban allé elemek Osszegeként
szamolhat6 ki. Lithatd, hogy jelen esetben nincs kiilonbség a jobb- ill. a baloldali divergencia kozétt,



azonban masodrendi tenzorok divergencidja esetén méar van kiilonbség. Kontinuumelméletekben szo-
kasos alkalmazni az Einstein-féle 0sszegzési konvencidt, mely szerint az azonos indexekre szumma
jel nélkiil, automatikusan 6sszegzés torténik, azaz

3
divu = Ok = Oruy = Oxuy + Oyuy + Ozu;. (30)
k=1

Lathatjuk, hogy a divergencia egy vektorbdl skalart képzett, azaz csokkentette a tenzori rendet.

A divergencia fizika szempontbdl a vektormezd forrasossagat jellemzi, amennyiben egy vektor-
mez$ divergencidja nulla, akkor a vektormezd forrdsmentes, tehat sem forrdsok, sem nyel6k nem
taldlhatok benne.

4.3.4. Vektorfiiggvény rotacidja

Ugyan a Miiszaki hétan II. tdrgyon a rotaci6 kozvetleniil nem keriil el8, viszont a teljesség kedvéért
roviden frunk errdl is.
Az u : R? — R3 vektormezd rotdci6jan a gradiensének vektorinvaridnsat értjiik, azaz

3 3
rotu=uxV= Z Z ErimOmUt] = €kimOmll, (31)
=1 m=1

ahol az utolsé egyenldségnél ismételten hasznaltuk az 6sszegzési konvenciot, valamint X a vektoridlis
szorzast jeloli, ezek szerint ugyanigy, mint a vektoridlis szorzds, a roticid is csak 3 dimenzidban
értelmezhetd. (31)-ben €y, a teljesen antiszimmetrikus harmadrendi tenzort, vagy méasnéven a Levi-
Civita- vagy a permutaciészimbdlumot jeloli, mely

+1, ha klm péaros permutécidjui, azaz klm = 123,231,312,
€kim = {—1, ha kim paratlan permuticidju, azaz kim = 213,321, 132, (32)

0, minden mas esetben.

Ezek alapjdn konnyen megalkothatjuk a rotacié derékszogii koordindtarendszerbeli reprezentédcidjat:

O;uy — Oyu,
rotu = | Oyu; — O;uy |. (33)
Oyt — Oy

A rotéciondl ismételten fontos, hogy jobb- vagy baloldalit képziink, ugyanis a vektoridlis szorzds
tulajdonsdgéabol adoddan

—

uxV=-Vxu. (34)

Megfigyelhetjiik, hogy a roticié vektorhoz vektort rendelt, tehdt nem valtoztatta meg a tenzori rendet.

Fizikailag a rotacié egy vektormezd orvényességét jellemzi. Ha egy vektormezd rotacidja nulla,
akkor az a vektormezd orvénymentes. Az ilyen vektormezdk Un. skaldrpotencidlokbdl gradienskép-
z€ssel szarmaztathatok, melyek hasznélata sokszor megkodnnyiti a szdmolasokat.



4.3.5. A Laplace-operator

Egy f : R? — R skaldrmezére a Laplace-operdtort a kovetkezSképpen értelmezziik:

3
Af = ) 0kOuf = Odkf = O3 f + 05 f + 32 f, (35)
k=1

ahol ismét az Einstein-konvenciot hasznéltuk. A Laplace-operator skalarbol skalart képzett, hasonléan
értelmezhetd magasabbrendii tenzormezdkre is, nem véltoztatja meg a tenzorialis rendet. Példaul az
u: R? — R3 vektormezére

a,%ux + 6y2ux + 8§ux
Au = 8 Oguj = | O7uy + OJuy + OZu,y | . (36)
02u, + 8y2uz + 0ZZMZ

A fizikdban éltaldban egy mezd gradiensének divergencidjaként szokott eldkeriilni:

div(gradf) = tr[grad(gradf)] = [0 (311)] = tr(Bdrf) = Odif = Af. (37)

1d. pl. a hévezetési egyenletnél.

4.3.6. Altaldnos megjegyzések

Altaldnossdgban megjegyezhets, hogy a

* gradiens eggyel noveli a tenzori rendet;
 divergencia eggyel csokkenti a tenzori rendet;

* rotacio és a Laplace-operator nem valtoztatja meg a tenzori rendet.

Tovéabba, amint ezen rész elején emlitettiik a rotacid kivételével a fenti differencidloperatorok nem-
csak harom, hanem tobb véltozoéra is kiterjeszthetdk, azonban az antiszimmetrikus tenzorszorzat se-
gitségével a rotacio is dltaldnosithato, igy 1ényegében ez is értelmezhetd tobb valtozos mezdkre is.

4.3.7. Differencialoperatorok henger és gombi koordinatarendszerben

A Miszaki hétan II. tirgyban hasznalt differencidloperatorok (gradiens, divergencia és Laplace ope-
rator) henger koordindtarendszerben:

o f
gradf (r, . 2) = 10,1 |, (38)
a.f
1
divu(r, ¢, z) = Opu, + ;(ur + 8¢u¢) + 0,u,, 39)
1 1
Af(r, ¢, 2) = —0, (ré.f) + ﬁaéf + 02 f, (40)
gombi koordindtarendszerben pedig:
orf
gradf (r, 9, ¢) = 10,9f , (41)
rsmﬁ ¢’f
. 1
div u(r, 9, ¢) = d,u, + —(2u, + gup) + —— (cos By + d,u,), (42)
1 1
Af(r, 9, ¢) = —a (o f) aﬂ[smﬂaﬁf] +- ﬂaéf. (43)



Megjegyzés: A henger és gombi koordindtarendszerekben megadott differencidloperatoroknal ele-
gendd a radidlis részre koncentralnunk, mivel a Miiszaki hétan II. tdrgyon olyan feladatokkal fogunk
taldlkozni, melyek csak sugarfiiggbek. Ezeket jegyezziik meg fejbdl is:

AF(r0.2) = 20,0, f) = 2 f + 10,1, (@4
AF(r0.9) = —0,(720,f) = 62 + 20, f (45)
r r

Tovabba az f alaktényezd segitségével az egydimenzidés Laplace-operdtort (azaz Descartes-
koordinatarendszerben az x fiiggd, henger €s gombi koordindtarendszerekben pedig csak az r-t6l
fliggd rész, ezen x €s r véltozokat most egyiittesen £-vel fogjuk jelolni) egységesen a

1

s (&7"0ce) (46)

Ag(¢) =

7

alakban irhatunk (v0. az el6zdkkel).

4.4. Teljes differencial

Tekintsiik pl. az f = f(x,y, z) tobbvaltozos skalarértéki fiiggvényt. Ezen fiiggvény teljes differenci-
aljan a

df = —dx + ==dy + —=dz 47)

kifejezést értjiikk. Egy r vektorvéltozdju skalarértéki fliggvény teljes differencialja
df =Vf .dr, (48)

vO. (47)-tel Descates-koordinatakban.

A teljes differencidlnak van persze matematikailag precizebb definicidja is, azonban szamunkra
elegendd a szemléletes értelmezése is: a teljes differencidl megmutatja, hogy ha ,,egy kicsit” odébb
megyiink a fiiggvény véltozdinak terében, akkor mennyit valtozik a fliggvénynek az értéke.

5. Integralas
Az integrélds a derivélds inverz mivelete. Szemléletesen az f : R — R skalarértéki valos fliggvény
integrdlja a fliggvény grafikonja és az x-tengely 4ltal hatdrolt el6jeles teriilet, az x-tengely fo6lotti részt

pozitiv, mig az x-tengely alatti részt negativ eldjellel tekintjiik (1d. 6. dbra). Az f : R — R fiiggvény
hatarozatlan integraljan (az integraldsi hatarok nincsenek meghatdrozva) az

ff(x)dx =F(x)+c 49)

kifejezést értjiik, ahol F’(x) = f(x), valamint ¢ € R egy integralasi konstans.
Amennyiben adott az integralds tartomanya, akkor az f : R — R fiiggvény hatarozott integra-
lasat a Newton—Leibniz-szabély szerint az

f f(x)dx = F(x2) = F(x1) (50)
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5-6. dbra. Az integralas, mint a fliggvény alatti teriilet.

Osszefiiggéssel szamolhatjuk. Amennyiben egy adott x; alapponttdl egy x valtozéig integralunk, ak-
kor

f f($)d = F(x) = F(x1). (51)

Azért, hogy az integrdldsi valtozé és az integralési hatdr ne akadjon Ossze, a fiiggvény x valtozdjat
egy s valtozoéra cseréltiik, ezt jelolhetjiik pl. a X, %, &, ... jelolésekkel is.
Miiveleti tulajdonsagok:

fcf(x)dxchf(x)dx (c € R tetszdleges konstans), (52)

f[f(x)+g(x)]dxzff(x)derfg(x)dx, (53)

ff(x)-g’(x)dx=f(x)~g(x)—ff’(x)g(x)dx, (54)
f'(x) f(x)

=1 . 55

o R )

(54)-et parcidlis integrdldsnak nevezziik. Altaldban (55) jobb oldaldt a In | f(x)| + ¢ alakban szoktdk
megadni, azonban fizikai szempontbdl ez problémadkat von maga utdn. A In, e, sin, cos,... fiiggvé-
nyek argumentumdba csak dimenzidtlan mennyiségek keriilhetnek (indoklést 1d. Taylor-sorfejtésnél).
Ha az f(x) egy fizikai mennyiségek, akkor dimenzidja is van, igy egy azonos dimenzidju, tetszdle-
ges fo mennyiséggel azt le kell osztanunk, hogy dimenziétlan mennyiség keriiljon az argumentumba.
Azonban ez tovdbbra is csak egy fliggetlen konstanst jelent, mds fy vdlasztdsa esetén a ¢ integralasi
konstans mads értéket fog felvenni. Sokszor a feladat maga kindl egy célszer(i f( egységet.

6. Taylor-sorok

Taylor-sor alatt a fiiggvények egy specidlis hatvanysorba fejtését értjiik. Az f : R — R fliggvény
Taylor-sora az x( pont kdrnyezetében a

_ o 1 drf P
Ty (x) = ,; T a0 (- = (56)
1 1
= f(x0) + f'(x0) - (x = x0) + 5" (x0) - (x - x0)? + e (x0) - (x - x0)° +. ...

11



A sort tetszOleges k = N-nél csonkolhatjuk, ekkor a fiiggvény N-ed rendil kozelitését adjuk. Specia-
lisan, a nulla kozépponti Taylor-sort MacLaurin-sornak nevezziik:

SRR
To(x) :kzzoﬁ-@«))-x. (57)
Tekintsiik pl. az f(x) = sin x fliggvény Taylor-sorat a nulla koriil:
f(0) =sin0 =0, f(0) =cos0 =1, (58)
f7(0) = —sin0 = 0, F(0) = —cos0 = —1, (59)
ezt folytatva, majd az (56) képletbe beirva és rendezve
1 1 3 5 7
smx:0+yx+§myﬁ+g-en-f+~-:x—%+27—%+—u-: (60)
_ DR
P 2k + 1)!

Mint azt mér irtuk, tobb fiiggvény, kozte a sin fliggvény argumentumdba csak dimenzidtlan mennyi-
ségek keriilhetnek, ugyanis pl. ha egy hossz dimenzi6ji mennyiségnek akarndnk venni a szinuszat,
akkor ennek Taylor-sorfejtése alapjan [m] + [m3] + [m5 ] + ..., azaz kiilonboz6 dimenzidji mennyi-
ségeket kellene 6sszeadnunk, amely értelmetlen.

Tekintsiink néhany egyszer( példat a Taylor-sorfejtés alkalmazdsara!

Az f(e) = (1+&)’ (p € R, € € R) elsdrendd kozelitése |e| < 1 esetén 1 + pe, ugyanis
& = 0 koriili Taylor-sordnak nullad és elsd rendd tagjanak egyiithatéi f(0) = 1 és %(0) = p, igy
(1 + &)? = 1+pe. Szamos esetben igy gyorsan kaphatunk megfelel6en pontos kozelitést, mely szamo-
last akar fejben is elvégezhetjiik. Amennyiben az f(g) = (1 + &)? fuggvény teljes Taylor-sorfejtését
elvégezziik, akkor az tn. binomidlis sort kapjuk.

Adjuk meg az f(x) = % fliggvény hatarértékét a nullaban! Mivel ez egy 8 tipusu hatarérték,
igy a L'Hospital szaballyal érhetiink célt:

sinx _ (sinx)’ _ cosx

=—=1. (61)

lim
x=0 1

x—0 X x’ x=0 1

Ezt az eredményt ugyanakkor a % figgvény nulla koriili nullad rendi sorfejtésével is megkaphatjuk.
A sin fliggvény Taylor-sordnak elsé tagja x, mig x Taylor-sorfejtése 6nmaga, igy
AL (62)
X X
A Taylor-sorfejtésre egy masik, mérnokileg is fontos példa nemlinedris differencidlegyenletek
linearizéldsa (differencidlegyenleteket 1d. késdbb). Tekintsiik pl. a
d7(r)
d
differencidlegyenletet, mely egy koncentrdlt paramétertinek modellezett test hOmérsékleti sugéarzas al-
tal okozott felmelegedését irja le az id6 fliggvényében, itt T'(¢) a test, mig T, az (dllandénak tekintett)
kornyezet hdmérséklete, ¢ pedig fizikai tartalommal biré konstans (a Stefan—Boltzmann-allandé, a fe-
keteségi fok és a sugdrzast ér feliilet szorzata). Ez egy nemlinedris differencidlegyenlet, megoldasa
bonyodalmas. Amennyiben a test és kornyezetének homérséklete kozott nincs szamottevd kiilonbség
(ezt illene precizebben definidlni), akkor a jobb oldalt 7, koriil elsd rendig Taylor-sorba fejtve a

TO - a3 r -1l (64)

lineéris egyenletre jutunk, melyet mar konnyedén meg tudunk oldani.

—c[74(r)-7§] (63)
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6.1. Néhany szemléletformalé megjegyzés

Nemcsak hatvanyfiiggvények szerinti kifejtések 1éteznek (mint példaul a Taylor-sor), hanem tovabbi
hasznos kifejtések is: keressiink adott feladathoz illeszked alkalmas fiiggvényrendszert a kifejtéshez.

* A Fourier-sor (ill. -transzformdcid) sin(kx) és cos(kx), azaz e'** (itt k egész szam, i = V=1
pedig az imagindrius egység) fliggvények szerinti kifejtést valdsitja meg. Parcidlis differencidl-
egyenleknél gyakran el6keriil, ugyanis az elobbi fiiggvények a Laplace-operator sajat fiiggvé-
nyei téglatest tartomédnyon (I1d. tranziens hdvezetés).

A Laplace-transzformdcié hasonléan a Fourier-transzforméciéhoz e fiiggvények szerinti ki-
fejtést ad meg, ahol s = o + iw € C (0,w € R). Ezzel e™* az Euler-formula segitségével
az e”7"[cos(wt) + isin(wt)] alakra hozhatd, mely szerint id&beli lecsengések szerinti kifejtést
valdsitunk meg (pl. mechanikdban a rezgési moédusok). A Laplace-transzformacié hasznalata
az irdnyitastechnikdban, elektrotechnikdban és jelfeldolgozéasban gyakori.

* Specidlis geometridkhoz illeszked? kifejtések:

— Gombszimmetrikus feladatok esetén a Legendre-polinomok és a gombfiiggvények.

— Hengerszimmetrikus feladatok esetén a Bessel-fiiggvények (1d. késébb).
» Tovabbi specidlis kifejtések:

— A val6szinliségszadmitasban és numerikus médszerekben gyakran alkalmazzdk a Csebisev-
polinomokat.

— A kvantummechanikdban az Hermite-polinomok (ejtsd: ermit) keriilnek el&.

— A végeselem mddszerben a formafiiggvények, mig a képfeldogozasban a waveletek tolte-
nek be hasonl6 szerepet.

7. Néhany fiiggvény, amelyre sziikség lesz

Ebben a szakaszban (tobbnyire felsorolds-szerlien) megadjuk és felrajzoljuk azon fiiggvényeket és
legfontosabb tulajdonsigaikat, melyeket hasznélni fogunk.

7.1. Exponencialis fiiggvény

Az exponencidlis fliggvényt az exp(x) vagy e* szimbdélummal jeldljiik, grafikonjat a 7. abréan l4thato.

Fontosabb értékei:

ed =1, el =e=27182..., (65)
lim e* = oo, lim e* =0, (66)

tovabbd egy jol megjegyezhetd értéke (praktikus megjegyezni!)
e’ =20 (¢® = 20,0855 hibdja 5 %o alatt van). (67)

Az exponencidlis fliggvény derivéltja onmaga:

—e* =¢%, (68)



. . - X
-1 1 2 3

7-7. dbra. Az exponenciilis fliiggvény grafikonja.

tovabba néhany fontosabb Osszetett fiiggvényének a derivaltja:

d d . .
—e“ = ce” (c €R), —e/ ™ = £ (x)ef, (69)
dx dx
Az exponencidlis fiiggvény Taylor-sora a nulla kortiil:
e" =1+ +12+13+ i)Ck (70)
= X —X —X P —_
2 6 e k!

Hocserélokben a hdmérséklet kiilonbséget az e™ fiiggvény jellemzi, mig a koncentrdlt paramé-
terd rendszerek iddbeli felmelegedését (pl. ahogyan a hiit6bdl kivett sor felmelegszik) az 1 — e™*
fliggvénnyel ardnyos (grafikonjaikat 1d. a 8. dbran).

e I1-e™™
2r
1.5¢ [
1
1. i
: X
-1 1 2 3
0.5¢ i
-1 5
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L o ;
-0.5 05 1.0 1.5 20 25 3.0 -2-
7-8. dbra. Balra: az e fiiggvény grafikonja. Jobbra: az 1 — e™ fiiggvény grafikonja.
7.2. Természetes alapu logaritmus fiiggvénye
Az lIn : [0, 00) — R logaritmus fiiggvény (Id. 9. dbra) az exponencialis fiiggvény inverze, tehdit
el = x, In(e) = x. (71)

Valds vdltozok esetén értelmezési tartoménya tehat a nemnegativ valds szamok. Nevezetes értékei:

In(1) =0, In(e) =1, lim = —oo, lim = oco. (72)

x—0 xX—00
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7-9. dbra. A In fiiggvény grafikonja.

A logaritmus fiiggvény Taylor-sorét a In(1 + y) nulla koriili Taylor sorabdl kaphatjuk meg:

°° (_1)k+1
In(l+y) = ) =y =y-S+ -, (73)
k=1

eza—1 <y <1 tartomdnyon ad j6 kozelitést (v6. 10. dbrdval), az y := x — 1 helyettesitéssel élve

o (=D v (x-1* (x-1)°
1n(x)_; P e (74)
2F =
/———"‘"j — In(x)
-1 = 1 2 35— (x-1)
_— (x-1) -2
- ()G
_6»

7-10. dbra. Az In fiiggvény, elsd, masod és harmad rendi grafikonja.

7.3. Hiperbolikus fiiggvények

A hiperbolikus fiiggvények exponencidlis fliggvények linearis kombinacidi. Szdmos tulajdonsaguk-
ban hasonldsdgot mutatnak a trigonometrikus fiiggvényekkel. Jeloléseik a német nyelvteriileten
sh, ch, th, mig az angolszasz nyelvterleteken sinh, cosh, tanh.

A hiperbolikus fiiggvényekkel €s ezek linedris kombindcidival a hiitéborddk hossz menti hémér-
séklet megoszlasandl fogunk taldlkozni.

7.3.1. A sinh fiiggvény

A sinh fiiggvény grafikonjat a 11. dbra mutatja, definici6ja:

X —X

€ —cC

2 b

sinh x := (75)

15



melyrdl konnyen beldthatd, hogy pératlan fliggvény, azaz sinh(—x) = — sinh(x), fontosabb értékei:

sinh(0) = 0, lim sinh x = oo, lirp sinh x = —co. (76)

sinh(x)
10}
5,

: X
-3 -2__~= 1 2 3

—5F
—10r

7-11. dbra. A sinh fliggvény grafikonja.

Aszimptotikus (végtelen beli) viselkedése:

1
x —> oo: sinhx = Eex, X —> —oco: sinhx = —Eex (77)
mivel lim e™ = 0. Taylor-sora a nulla koriil:
3 00 2k+1
X X
inhx = ST N 78
sinhx = x + — + 24 2k D) (78)

A Taylor-sorfejtésnek egy tovabbi haszna, hogy fiiggvényekrdl konnyedén eldonthetjiik, hogy a kez-
deti linedris szakasz utan a fiiggvény melyik irdnyba fog gorbiilni, 1d. 12. abrén.

20

—20+

7-12. dbra. A sinh fiiggvény, valamint elsd és harmad rendd Taylor-sordnak grafikonja.

7.3.2. A cosh fiiggvény
A cosh fiiggvény grafikonjit a 13. dbra mutatja, definicidja:
et +e
2 b

melyrdl konnyen beldthatd, hogy péros fiiggvény, azaz cosh(—x) = cosh(x), fontosabb értékei:

coshx := (79)

cosh(0) =1, lim cosh x = oo. (80)

X—+00
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cosh(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3

7-13. dbra. A cosh fiiggvény grafikonja.

Aszimptotikus (végtelen beli) viselkedése:

1
X — +00: coshx = Eex, (81)
mivel lim e™ = 0. Taylor-sora a nulla koriil:
X—00
2 2k
X X
hx=1+—+---= ) 82
cosh x 3 ,Zf 20! (82)

A cosh fiiggvény nullad és masod rendi Taylor-sora a 14. dbrdn lathato.

25¢
20f
15t — cosh(x)
— 1
107 145
5,
—4 -2 2 4

7-14. dbra. A cosh fliggvény, valamint nullad és masod rendl Taylor-sordnak grafikonja.

7.3.3. A tanh fiiggvény

Hasonl6an a tangens fiiggvényhez, a fiiggvényt (grafikonjat a 15. dbra mutatja) a sinh és cosh fiigg-
vények hanyadosaként definialjuk:

sinhx e‘—e™* ef(ef—e™) e*-1
tanh x := = = =

= = = . 83
coshx e‘+e™ e'(e*+e¥) e2r+1 (83)

A tanh fliggvény pdratlan, mivel egy pératlan és egy péaros fiiggvény hanyadosa, azaz tanh(—x) =
—tanh(x), fontosabb értékei:

tanh(0) = 0, lim tanh x = 1, lim tanhx = —1. (84)

X—00 X—>—00
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Tanh(x)
1.0t

0.5¢

-1.0t

7-15. dbra. A tanh fiiggvény grafikonja.

Taylor-sora a nulla koriil:
3
tanhx:x—?+.... (85)

A tanh fiiggvény els6 és harmad rendi Taylor-sora a 16. dbran lathato.

4,

2,
—~ — tanh(x)
3 TR T
- — — XZ
X=73

_27

_47

7-16. dbra. A tanh fliggvény, valamint els6 és harmad rendd Taylor-sordnak grafikonja.

Hiitéborddk hatdsfokdnak szamitdsdhoz fogjuk haszndlni a % fliggvényt, melyet a 17. dbra
szemléltet. Lassuk ennek néhany jellegzetességét! Fontosabb értékei:

tanh (x)

: ' ¥ - X
-10 -5 0 5 10

7-17. dbra. A BWX fijgovény grafikonja.

X

_ tanhx ~ tanhx
lim =1, lim
x—0 X xX—t0 X

= 0. (86)
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Aszimptotikus (végtelen koriili) viselkedése:

o 4o - tanh x 51, 87)
X X
mivel lim tanh x = 1. Taylor-sora a nulla koriil:
X—00
tanh 2
e P (88)
X 3

2:
tanh[x]
A\ *
— ‘ = 1_&
-10 -5 5 10 3
1
N Abs[1]
—at

7-18. dbra. A @ fliggvény, méasod rendl Taylor-sora és aszimptotikus viselkedése.

7.4. Bessel-fiiggvények

A Bessel-fiiggvények hengeres geometridk esetén fordulnak eld, a sin €s a cos fliggvényekhez hason-
16k; oszcillalnak, azonban nem egyenletes amplitiddval €s periddussal. A

d’>y 1dy k?
@4—;64'(1—;))/:0 (89)

un. k-ad rendd Bessel-féle differencidlegyenlet megoldasai a Ji(x) els6faji k-ad rendd és az Y (x)
masodfaji k-ad rendd Bessel-fiiggvények (1d. 19. abrét). Hengeres geometridk tranziens hvezetése
esetén fogunk ezekkel a fiiggvényekkel taldlkozni, elegendd annyit megjegyezni, hogy Jo(0) = 1,
Ji(0) =0 (Vk > 0) és )lcl_r)r(l) Yi(x) = —oo (Vk). Szamoléshoz a sziikséges Bessel-fliggvények értékei a

Segédlet — A hotan tdargycsoporthoz 2015-6s kiadasénak 67. oldalan tdbldzatosan vannak megadva.

Y
0.5¢
1 x - YO
—Y
—0.5¢ Y,
~1.0/ —Y,
—-1.5

7-19. dbra. Az els6 és méasodfaju Bessel-fiiggvények grafikonjai.
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7.5. Gauss-féle hibafiiggvény
A Gauss-féle hibafiiggvény definicidja:

2 X —t2
== |- e"d, hax=>0,
erf(x) := ﬁzfo _ (90)
—=Jy e"dr. hax <o,
mellyel a komplementer hibafiiggvény:
fo(x) := 1 — erf(x) 2foo—f2dz 1)
erfc(x) := 1 —erf(x) = — e .
Vi Jx
Grafikonjaik a 20. dbran lathatok. Fontosabb értékeik:
erfc(x)
erf) A
0.5 1
‘ X 1.0
-4 -2 2 4
—0/5" 0.5¢
~1.0" e 2 b2 P

7-20. dbra. Balra: a hibafiiggvény fiiggvény grafikonja. Jobbra: a komplementer hibafiiggvény grafi-
konja.

erf(0) =0, lim erf(x) =1, 11111 erf(x) = -1, (92)
erfc(0) = 1, lim erfc(x) =0, lir_n erfc(x) = 2, 93)

Az erfc aszimptotikus kifejtése (,,Taylor-sora az x — oo koriil”):

—x2
erfc(x) = . 94
(x) Y= 94)
Az erfc fiiggvény egy hasznos kozelitése:
1+ x(0,853+0,29
erfe(x) = e X o) 95)

1+ x[1,983 + x(1,515 + 0,514x)]

mely kozelités relativ hibdja < 107 az [0, co) intervallumon. Ez a kozelités a Segédlet — A hétan
tdargycsoporthoz 2015-6s kiaddsaban nem szerepel, viszont a 64. oldalon szamos értéke tdblazatban
numerikusan adott.

8. Differencialegyenletek

Matematikai precizitds nélkiil a differencidlegyenletek olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen egy
differencialhaté fiiggvény, az egyenlet pedig ezt a keresett fiiggvényt és ennek (parcidlis) derivaltjait
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tartalmazza. A differencidlegyenletek a fizika legalapvetdbb eszkozei, gondoljunk arra, hogy a fizikai
torvények sokszor valamilyen hatds okozta valtozdsokat irnak le, mely valtozdsokat matematikailag
derivéltakkal tudunk megfogalmazni.

Az aldbbi dbra a differencidlegyenletek egyfajta, egyszerl csoportositdsat mutatja:

Differencidlegyenletek

Ko6zonséges Parciélis
(egyvaltozos fiiggvényt keresiink)  (tobbvaltozds fiiggvényt keresiink)

/\ /\

Linearis Nemlinearis Linearis Nemlinearis

A differencidlegyenlet rendjén az egyenletben megjelend legmagasabb derivélt fokdt értjiik. Is-
mervén, hogy a differencidlds inverz miivelete az integrédlds, igy formdlisan annyiszor integréljuk az
egyenletet, amennyi a rendje, ekkor ugyanis ,.eltlinik” a legmagasabb derivalt is. Igy ahdnyszor integ-
raltunk, annyi integralasi konstans jelenik meg a megoldasfiiggvényben. Ezen konstansok rogzitésérol
gondoskodnunk kell, hogy a fizikailag relevans megoldast kapjuk. Ezt a rogzitést a kezdeti és/vagy
peremfeltételek segitségével tehetjiik meg.

A Kkezdeti feltétel a kezdeti id6pontban jellemzi a fiiggvényt és sziikséges id6 szerinti derivaltjait,
fizikailag ezzel a rendszer el6életét jellemezziik.

A peremfeltétel azon tartomany peremein (,,sz€lein”) jellemzi a fiiggvényt €s sziikséges tér sze-
rinti derivaltjait, amely tartomanyon a differencidlegyenletet megoldjuk. Fizikailag a peremfeltétel a
rendszer peremét érd kiils6 hatdsokat jellemzi.

Ezek szerint tehét annyi kezdeti és/vagy peremfeltételre van sziikségiink, ahany integrélési kons-
tansunk van, azaz ahdnyad rendd az egyenletiink.

A fizikai tartalmat illetGen kezdetiérték-feladatrdl beszéliink, ha id6beli kozonséges differencidl-
egyenletet kell megoldanunk, ekkor a kezdeti id6pontban ismerjiik a rendszer bizonyos jellemzdit.
Peremérték feladat pl. az egydimenzids térbeli kozonséges differencidlegyenlet, ahol az egydimen-
zi6s tartomany szélein ismertek a fiiggvényértékek. Természetesen léteznek magasabb térdimenzids
(tipikusan 3 dimenzids) peremérték-feladatok is, de ezeket mar térbeli parcidlis differencidlegyenle-
tekkel lehet leirni. Az id6- és térbeli parcidlis differencidlegyenletek (mint pl. a hovezetési egyenlet)
megolddsdhoz mind kezdeti, mind peremfeltételekre is sziikség van, ezeket kezdeti-peremérték fel-
adatoknak nevezziik.

A Miszaki Hotan II. targyon elsOrendii szétvalaszthatd, mdsodrendd kozvetleniil integralhato, ill.
homogén, linedris, dllandé egyiitthatds n-ed (pontosabban méasod) rendii differencidlegyenletekre lesz
sziikségiink. A kovetkez6kben ezen egyenletek megolddsat ismertetjiik.

8.1. Elsorendii szétvalaszthato kezdetiérték-feladat

Koncentrdlt paraméteri modellezés esetén (pl. arra kivancsi a mérndkhallgaté, hogy mennyi ideig
hiitse a sorét, hogy az mar kellemesen fogyaszthat6 legyen, ekkor a térbeli véltozasokkal nem foglal-
kozik, pusztan az id6re koncentrél) egy test homérsékletének az id6beli véltozasat a

(96)

() =-aT®)
T(t0) =To
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elsdrendii kezdetiérték-feladattal adhatjuk meg, itt a € R egy fizikai dllandé (tartalmat 1d. az eldada-

son). Mivel T = d—?, igy atrendezve a differencial egyenletet a

T
dT = —adt 97)

kifejezésre jutunk. Lathatjuk, hogy a fiiggd valtozo (T') csak a baloldalon, mig a fiiggetlen véltozo ()
csak a jobboldalon szerepel, ezért nevezziik az ilyen alakba irhaté egyenleteket szétvalaszthatonak.
Hatérozottan integrdlva mindkét oldalt:

T 37 t
dTr -
f == f ~adf, 98)
n T to

T
In 70 = —a(t —ty) 99)

azaz a

Osszefliggésre jutunk. A hatdrozott integrdldsnak koszonhetéen dimenziondlis problémakba sem {it-
koziink. Véve (99) exponencidlisat, majd 7p-lal dtszorozva a hdmérséklet id6fejlodésére a

T(t) = Tye “0—10 (100)

fliggvényt kapjuk. A kezdeti id6pillanatot célszerlien nulldnak valasztjuk, igy a megoldds a 7' (t) =
Toe™™ alakra egyszeriisodik.

8.2. Masodrendii kozvetleniil integralhaté peremérték-feladat

27

Tekintsiink egy A hovezetési tényezdjl, végtelen kiterjedésd, ¢ vastagsagui falat, melyben egyenlete-
sen, gy nagysagu belsd hd szabadul fel. A fal egyik oldaldn, melynek koordindtdja x; a hdmérséklet
T1, mig masik oldaldn, az x, = x| + ¢ helyen T,. A probléméat Descartes-koordinatarendszerben a

T"(x) =-b,
T'(x1) =T, (101)
T(x2) =T
peremérték-feladattal irhatjuk le, ahol b = qTV. Ez az egyenlet kozvetleniil integralhatd, ugyanis
d’r
— = —h, 102
2 (102)
melyet x szerint integralva
dr?
T dr= f “bdx, (103)
azaz
d
Y o bx+eL (104)
dx

majd ismételten x szerint integralva a hdmérséklet falvastagsdg menti megoszlasara a

b
T(x) = —§x2+clx+c2 (105)
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fliggvényt kapjuk, ahol ¢y, ¢; € R integrdldsi konstansok. Amig a c; €s ¢, hatdrozatlanok, ez egy gor-
besereget jelent, melyben megbujik az egyetlen, fizikailag valés megoldasfiiggvény. A konstansokat
a peremfeltételekbdl tudjuk meghatarozni:

b

T(x)) = —Exf +exi+e =T, (106)
b

T(XQ) = —zx% +c1xo+cy =T, (107)

Ezen két, immdr algebrai egyenletet kell megoldani cj-re és cp-re, majd visszairni a megoldasba.
Vonjuk ki (106)-bdl (107)-et, ekkor a

b
—E(x}+x§) te(x—x)=Th-T (108)
egyenletre jutunk, majd felhasznélva az x% - x% = (x1 — x2)(x1 + x2) azonossagot
-7, b
e = 24 S (x) +x). (109)
X1 — X2 2

Szorozzuk meg (106)-ot x,-vel, majd vonjuk ki bel6le (107) x; szeresét, igy a
b
_Exlxz(xl —x2) + c2(x2 — x1) = Tixa — Toxy (110)
kifejezést kapjuk, melybdl

(111)

I
|
|

=

=

[\S}

2

Ezeket visszairva (105)-be a fizikailag relevans (azaz a peremfeltételekhez illeszkedd) megoldas:

b T, —T
2 [¥ x4 22727 2y x. (112)

b
T(x)= —Ex + + E(XI + x2)

X1 — X2

A koordinatdk célszerli megvdlasztasdval egyszerlibb alakra juthatunk, pl. x;-et nulldnak valaszt-
va:

b >

T, -T
T(x) = —5x" +| ===

o

b
+50[x+Th. (113)

Ha rogton igy kezdtiink volna, c; meghatdrozas igen egyszert lett volna, ugyanis ekkor
b o
T(O):—E'O +c1-0+cp=Ty. (114)
Ne lepddjiink meg, hogy ebben a koordindtdzadsban mdst kaptunk c;-re, mint az el6bb, ugyanis az

integréldsi konstans értéke koordinatazasrdl koordinadtizasra véltozik, azonban a megoldasfiiggvényre
nézve ez csak az x-tengely mentén valo eltoldst jelent.

8.3. Homogén, linearis, allando egyiitthatos n-ed rendii differencialegyenletek

Homogén, linedris, dllando egyiitthatds n-ed rendd differencidlegyenlet alatt a

any™ (x) + an1y" V() + -+ @y (x) + apy(x) = 0 (15)
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alakud egyenletet értjiik, ahol a;-k konstansok, n pedig tetsz6leges egész szam. Keressiik ezen egyenlet
megoldasét a ce#* fiiggvény alakjdban (itt ¢ # 0, kiilonben az egyenlet trividlis megolddsat kapjuk
csak meg, ami nem feltétleniil illeszkedik a kezdeti vagy peremfeltételekhez). Behelyettesitve (115)-
be az

(an,u”+a,,_1,u”_1 +---+a1u+a0)ce“x =0 (116)

algebrai egyenletre jutunk, melyet a homogén, linedris, dlland6 egyiitthatés n-ed rendd differencial-
egyenlet karakterisztikus egyenletének neveziink. Mivel e#* # 0, igy

Anfl" + Ay )N+ arp+ ag =0, (117)

azaz egy n-ed rendd polinom gyokeit keressiik, mely polinom neve karakterisztikus polinom. Az
algebra alaptétele szerint egy n-ed rendii polinomnak pontosan n gydke van a komplex szamok hal-
mazan. Ha uy, ..., u, jeloli a (117)-beli polinom gyokeit, akkor ce#!”, .. ., ce# " fliggvények mind-
egyike megoldasa (115)-nek. Mivel (115) linedris, igy az el6z6 exponencidlisok linearis kombinacidja
is megoldds, azaz a

n

y(x) = ) cxettt (118)

k=1

fliggvény alakjaban keresendd az egyenlet teljes megolddsa, melyben a c; konstansok megfeleld meg-

vélasztdsa biztositja a kezdeti vagy peremfeltételek teljesiilését (pontosabban ezeket a konstansokat a

kezdeti vagy peremfeltételekbdl hatdrozzuk meg, hogy a fizikailag relevans megoldést kapjuk).
Tekintsiik a

9(x) = m*d(x),
H0) = o, (119)
¥(h) =0
peremérték-feladatot, mely egy /4 hosszisagui dllandé keresztmetszetd hiitéridborddban a hmérsék-
let hossz menti megoszlasat irja le, ahol m fizikai tartalommal biré valds konstans (tin. bordapara-

méter, 1d. el6addson). Az els6é peremfeltétel a Ez egy homogén, linedris, dlland6 egyiitthatés masod
rendi differencidlegyenlet, ugyanis (119)-et dtrendezve a

9 (x) — m*9(x) =0 (120)

Osszefligést kapjuk. Keressiik ennek a megoldasat az el6z6ek alapjan ce”* alakban, visszahelyettesitve
(120)-ba a ( u> - mz)ce/‘x = 0 karakterisztikus egyenletet kapjuk, a u> — m? karakterisztikus polinom
gyokei pedig a u; = +m és ur, = —m. Eszerint a feladat megoldasa a

P(x) = c1e™ + cpe™™ (121)

alakban keresendd, melyet hiperbolikus fiiggvények segitségével a

?(x) = ¢; cosh(mx) + ¢ sinh(mx) (122)
alakban is frhatunk, eszerint a konstansok kozott a ¢; = & ;EZ és cr = % Osszefliggések allnak

fenn. Mar csak annyi dolgunk van, hogy meghatdrozzuk a peremfeltételekhez illeszkedd megoldast —
azaz az integrédldsi konstansokat —, melyhez célszerl a megoldds (122)-beli alakjat haszndlni. Az els6
peremfeltétel szerint

?(0) = ¢ cosh0 + ¢ sinh 0 = &1 = ¥y, (123)
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igy

9(h) = 9¢ sinh(mh) + & cosh(mh) = 0, (124)
melybdl & = —o I amivel
inh(mh
9(x) = 9 cosh(max) — P SmDUMA) b (mx). (125)
cosh(mh)

Egyszerii szamoldassal (a hiperbolikus fiiggvényeket exponencidlis alakra irva, rendezve, majd hiper-
bolikus alakra visszairva) igazolhato, hogy ez a

cosh[m(h — x)]

P = B0 hmh) (126)

alakra hozhato.
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